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Vonalgeométriai tanulmányok. 
A vonalgeométriának alapját Plücker vetete meg 1868-
ban megjelent l. ) Pont és sík után az egyenes vonalat 
venni térbeli alkotó elemnek, elég közel f  dolog, és a gon-
dolatot magát Plücker már 184:6-ban fejezte ki. 2) A vonal-
geométriának csiráit különben már régibb dolgozatokban lehet 
feltalálni; it is kifejezésre jut tehátazon törvény, hogy a tudo-
mány f l  a fölfedezéseket mintegy l . Tiszta 
geométriai speculátió révén  Ohasles és Sylvester 
jutotak alakzatokhoz, melyek Plücker complexének megfelel-
nek. Oayley az egyenes vonalnak hat coordinátáját vezete be, 
melyet  Plücker használt és egyáltalán a legjobb úton 
volt, hogy egy vonalgeométriát alkosson, a mint ezt mutatja 
azon körülmény, hogy a  térgörbét mint vonal-
 kezdte analytikailag tárgyalni. Mechanikai vizs-
gálatok (az  elmélete) is a vonalgeométria felé utal-
tak; viszont általa élesztve látjuk f l  l  stádiumaiban 
a projectiv mechanikát. Egyenes vonalak rendszereinek meg-
vizsgálására kiválóan az optika serkentet. It f l  egy felület 
normálisainak rendszere jöt szóba, mert Malus törvénye szerint 
egy pontból kinduló sugarak (vagyis egy gömb normálisainak 
rendszere) akárhány f l l l viszaverve és akárhány-
szoros közegváltoztatás által megtörve, mindig  azon 
tulajdonságot, hogy egy bizonyos felület normálisainak rend-
szerét képezik. Ezen tulajdonságot csak az irregular sugarak 
vesztik el a fénynek kristályokon  átmenetelénél, a mi 
') Neue Geometrje des Raumes, gegründet auf dic Betrachtung cler 
Linie als Raumelement. 
•) System cler Geometrie des Raumes. 
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Hamiltont általános sugárrendszerek vizsgálatára vezete. 
Hamilton eredményeit elegans analysissel adta l  Kummer, 1) 
a tárgyat érdekes kapcsolatba hozván a Gauss-féle görbület-
mérték elméletével. Ugyancsak Kummer terjedelmes és gaz-
dag tartalmú dolgozatot tet közzé az l  és  
sugárrendszerek l l l  2) melynek l mit sem von 
le azon körülmény, hogy Plücker egy évvel l  megjelent 
értekezésével a vonalgeométriát a mai analytikai geométria 
egy önáló és  részévé tete. 
Az egyenes vonal a térben négy álandó által van meg-
határozva, vagy más szavakkal: a térben =4 sok egyenes vonal 
van. Kummer sugárrendszerei 002 sok egyenes vonalból áló 
geométriai alakzatok, melyek tehát a tért ugy hálózzák be, 
hogy annak minden pontján általában véges és meghatározot 
számú egyenesek mennek keresztül. A sugárrendszer rendjét 
az egy ponton  egyenesek száma, osztályát pedig az 
egy síkban f  egyenesek száma álapítja meg. E szerint az 
összes egy ponton  egyenesek egy l   és 0-ad 
osztályú, elenben egy síkot l  összes egyenesek egy 0-ad 
 és l  osztályú sugárrendszert képeznek. A sugárend-
szer singuláris pontjai lesznek azok, melyeken  vég-
telen sok egyenes mén keresztül, melyek egy kúpfelületet 
alkotnak. Ha egy sugárrendszer valamely pontján 002 sok egye-
nes mén keresztül, akkor ennek kiválasztása által -minthogy 
maga is sugárrendszert alkot, -az. eredeti rendszer rendszáma 
egygyel lejebb szál. A sugárrendszer singuláris síkjai azok 
lesznek, melyekben a rendszernek  végtelen sok 
egyenese fekszik, melyek egy görbét burkolnak be. Ha pedig 
vannak olyan síkok, melyeknek összes egyenesei a rendszerhez 
tartoznak, akkor ez által a rendszer osztályszáma lejebb 
szál. Kummert az utoljára említet értekezésében különö-
sen a sugárrendszerek gyujtó felületei foglalkoztatják, melyek 
görbe vonalakká fajúlhatnak. Egy algebrai sugárrendszer 
gyujtó felületének azon pontok mértani helyét definiálja, 
a melyekben a sugárrendszer egyenesei közül  összeesik. 
1) Crele, 5 7. k. 
•) Abh. der Akad. der Wissensch. zu Berlin, 1866. 
) 
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Ugyanezen felületet burkolják be azon síkok, a melyekben 
a sugárrendszer egyenesei közül  összeesik. A sugár-
rendszerek és gyújtó-felületeik viszonyát jelemzi azon tétel, 
hogy a sugárrendszer minden sugara kétszer érinti a gyujtó 
felületet. De nem minden, a gyujtó felületet kétszer  vonal 
tartozik a sugárrendszerbe, hanem l  sugárrendszerek 
ugyanazon gyujtó felületel birhatnak, vagy más szóval, a két-
szer  egyenesek összesége reductibilis, azaz alsóbb rendií 
rendszerekre bomló sugárrendszert képez. 
A gyújtó felület, mint említve volt, görbékké fajúlhat, 
még pedig vagy csak egy köpenye, vagy mind a . A gyujtó 
görbék a sngárenclszer. valamennyi sugarai által metszetnek. 
Kummer kimutatja, hogy az l  renclií. sugárrendszerek csak is 
gyujtógörbékkel birnak. 
Az l  rendií. sugárrendszerek közül. csakis az bír egyet: 
len egy gyujtógörbével, mely a harmadrendü térgörbe összes 
húrjaiból ál, mert a harmadrendü térgörbe az egyetlen, mely 
egy és csak is egy látszólagos l bir, vagyis melynél 
a tér egy l  pontjából csak is egy oly egyenes húzható, 
mely a görbét kétszer metszi. 
Azon negyedrenclü térgörbe, mely két másodrendü felü-
let teljes metszése által származik, az egyetlen, mely két s csak 
is két látszólagos l bir ; ennélfogva az egyetlen 
másodrendü sugárendszer, melynek csak egy gyujtógörbéje 
van, az, melynek két másodrenclü felület negyed.rendií. metszése 
szolgált l. 
Kummernek számos tételei közül még a  
említem meg: A másodrendü sugárrendszerek a hetedik osztá-
lyon túl legalább egy gyujtógörbével bírnak, úgy hogy tisztán 
gyujtófelületet csak inclusive a hetedik osztályig várhatunk. 
Ezen gyujtófelületek negyedrendi'Lek lévén, melyeknek elmélete 
még nincs általánosan· megvizsgálva, Kummer a másodrendi.i. 
sugárrendszereket a hetedik osztályig részletesen discutálja, és 
ezzel együt a negyedrendü. felületek egy osztályának - mely 
szerinte is let elnevezve -elméletét álapítja meg. 
Kummer ezen kutatásai nem annyira módszerük, mint 
eredményeik által fontosak. Az általárn;is analytikai módszert 
• 
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ilyen geométriai problémák tárgyalásáraPlücker adta az egye-
nesnek mint térbeli alkotó elemnek bevezetése által. Tudo-
mányos vizsgálatokban pedig - mint már Descartes is 
mondota - a módszer a legfontosabb, minélfogva nem 
Kummer, hanem Plücker  az új disciplina mega-
lapítójának. 
Az öntudatos törekvés egy vonalgeométriának megalko-
tása felé Plückerrel egy új geométriai alakzatot, a vonalcom-
plexet, fedeztete fel, mely alakzat 003 sok l ál. Egy 
n-ed fokú complex analytikailag, egy n-ed fokú egyenlet által 
ábrázoltatik az egyenes vonal hat homogén coordinátája közöt, 
melyhez egy a coordinátákat f  quadratikus föltételi 
egyenlet járúl. Geométriai definítiója szerint a complex oly 
rendszere az egyeneseknek, melyek a térnek mindenik pontjá-
ban egy n-ed  kúpot alkotnak, vagy a térnek mindenik 
síkjában egy n-ed osztályú görbét burkolnak be. 
Két complex közös egyenesei egyszersmind végtelen sok 
complex - egy, kétagú complexcsoport - közös egyenesei és 
egy =2 sok l áló rendszert képeznek (Kummer 
sugárrendszere), melyet Plücker congruentiának nevez. Egy 
m-ed és egy n-ed rendü complex közös egyenesei egy m'n-ed 
rendü és ugyanoly osztályú congruentiát képeznek. 
Három complexnek közös egyenesei egyszersmind 002 sok 
complex közös egyenesei és egy sugárfelület alkotóit képezik, 
mely 2 m, n, p-ed  ha a complexek rendszámai: m, n, p. 
Plücker az egyenes vonal coordinátáinak megálapítása 
után a lineáris complexek elméletére tér át, melyeknek l
ször poláris viszonyait vizsgálja. Egy pontnak a lineáris 
complexre nézve sík, viszont síknak pont felel meg, de úgy 
hogy ezen reciproc elemek együtes l .  
nulsystemája.) Az egyenes vonalnak polárisa a lineáris 
complexre nézve ismét egyenes vonal ; a két poláris közös trans-
versálisai megannyian a complex egyenesei közé tartoznak. 
Egy egyenes vonal összes transversálisai egy speciális lineáris 
complexet képeznek, amaz egyenest pedig a speciális complex 
tengelyének nevezzük. A végtelen sok complex közöt, melyek 
egy közös congruentiával bírnak, van két speciális, melyeknek 
tengelyei a congruentia összes egyenesei által metszetnek; 
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ezeket Plückerrel a lineáris congruentia két directrixének 
nevezzük. (K ummerrel azt mondanók, hogy az l   és 
l  osztályú sugárrendszernek gyujtógörbéi). A directrixek 
poláris egyenesek a kétagú complexcsoport bármelyik ~ 
plexére nézve. 
Három lineáris complex közös egyenesei általában egy 
ágú hyperboloid alkatórendszereinek egyikét képezik. A 002 
lineáris complex közöt, melyek egy közös egyágú hyperboloiddal 
bírnak, van  végtelen sok specialiscomplex, melyek 
nek tengelyei ama hyperboloid másik alkotó rendszerét adják. 
A  felületek elméletének vonalgeométriai fej-
tegetése után Plücker átér a másodfokú complexek elméletére, 
hol  f l  a  és negyedosztályú felületek egy 
bizonyos csoportja foglalkoztatja, melyeket aequatorialis és 
meridian felületeknek nevez, közös szóval complex f l l ~ 
nek. A  complex egyenesei egy másodosztályú 
görbét burkolnak be a tér egy l  síkjában; ezen sík 
forgatása által egy egyenes vonal mint tengely körül ama 
másodosztályú görbe egy felületet ír le - a meridianfelületet. 
Világos, hogy a forgatás tengelye a származot felület  
egyenese. Ugyanezen felületet burkolják be a  
complex azon kúpjai, melyeknek csúcsai a forgási tengely 
mentében fekszenek. Ha a felület  egyenese a végtelenbe 
távozik, akkor a f l l l aequatoriális felület lesz; 
ez tehát oly complexgörbe által iratik le, melynek síkja önma-
. gával párhuzamosan halad tovább és oly hengerek által bur-
koltatik be, melyeknek oldalai egy síkkal párhuzamosak. - A 
complex-felületek négy  pontal, és ugyanennyi  
síkkal bírnak, melynek helyzetét a .  egyeneshez képest 
Plücker részletesen megvizsgálja. Nála egyáltalán a complexek 
és complexfelületek elmélete egymást kölcsönösen átlátszóbbá 
és könnyebben l  teszik. 
A complexek általános l l l Plücker  
tüzetesen egy czikk szól, a mely a lineáris polárcomplexeket 
tárgyalja. Hogy polaris függvények alat mit kel érteni, az 
az algebrai görbék l l l eléggé ismeretes, a hol a sík 
egy l  pontjához egy lineáris, egy conikus etc. poláris 
görbe tartozik. Ha a pont magán az adot görbén fekszik, 
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akkor poláris egyenese  lesz ama pontban. Ép ily érte-
lemben szólunk poláris l l  csakhogy iten egy tet-
l  egyeneshez az adot -  complexre nézve nem 
csak egy poláris complex tartozik, hanem végtelen sokJ melyek 
egy poláris congruentiát képeznek. Oka ennek az, hogy a com-
plex egyenletéhez még egy a f  feltételi 
relátió járú1. Egy A egyeneshez tartozó lineáris poláris congru-
entia általában két directrixxel bir, melyeknek egyike az A 
egyenessel összeesik. Ha azonban az A egyenes az adot n-ed 
 complexbe tartozik, akkor poláris congruentiájának 
mindkét directrixe az A egyenesbe esik, és ekkor a congruentia 
tangentialis congruentia nevet nyer - analog az  egye-
neshez a görbéknél. Lesznek az n-ed  complexnek oly A 
egyenesei - és ezek - )-  congruentiát képez-
nek - a melyekhez tartozó tangentiális congruentiák oly 
sajátságos módon specializálódnak, hogy l l  sík lesz, job-
ban mondva, a congruentia végtelen sok directrixxel fog birni, 
melyek egy sík sugársort képeznek, úgy hogy a síknak összes 
egyenesei ezen congruentiába tartoznak. Ama sugársor közép-
pontja a complex singuláris pontjának, síkja a complex singu-
láris síkjának neveztetik, az A egyenesek pedig singuláris egye-
neseknek. 
Plücker ezen általános fogalmakat mindjárt értékesíti a 
 complexek elméletében. Iten a singuláris pontok 
egy -  és 4-ed osztályú felületet képeznek, mely egy-
szersmind a singuláris síkok által beblU'koltatik, és melynek a · 
singuláris egyenesek a  . Ezen felület 16  
pontal és ugyanennyi  síkkal bír és Plücker által sin-
guláris felületnek neveztetik. 
It van azon pont, a hol Kummer és Plücker vizsgálatai 
érintkeznek, mert Kummernek  gyújtó felülete, 
mely 16  pontal bír, nem más, mint Plücker singuláris 
felülete. Erre - ugy hiszem - Klein Felix figyelmeztetet 
l l  ki a szóban forgó felületeket behatóan meg-
vizsgálta.1) 
Plücker óta a complexek elmélete mindjobban magára 
') Zur Theorie der Liniencomplexe des 1-ten u. 2-ten Grades. Math. 
Auu. II. köt. 
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vonta a geome\rák figyelmét, és az új disciplina körül, -mint-
hogy l  a geometriai felfogásra nézve általában nem 
csekélyebb volt mint a felületek s ezek közöt speciálisan a 
sugárfelületek elméletére - már szép literatura f l  ki, 
melynek it f  mozzanatait sem fejthetem ki, mert nagyon 
a detailba vezetne. 
Dolgozatom elkészítése alat élénk eszmecserében álot-
tam mélyen tisztelt tanárommal, Dr. Hunyady J  úrral, és 
tán fölösleges is megemlítenem, hogy ezen körülmény igen 
buzdítólag és f l l  hatot reám. 
I. Az egyenes vonal coordinátái. 
1. A vonalgeométria igen fiatal ága lévén a mai l  · 
geométriának, nem csodálkozhatunk, hogy bizonyos elemi fel-
adatok, melyek majdan egy rendszerezet vonalgeometria l  
fejezeteit képezendik, eddig ki nem dolgoztatak. Dolgozatom, 
mely e hiányt némileg pótolni törekszik, a történelmi beve-
l eltekintve, három részre oszlik. E czikkben a mód-
szer alapjait -melyek Plückernél hosszadalmasan vannak fej-
tegetve - tárgyalom; a  czikkben az egyenes vona). 
egyenletének l  alakjaira térek át, melyek eddig tudo-
másom szerint föl nem álítatak, míg az utolsó czikkben két 
vonal momentumának geometriai fogalmát értékesítem, egye-
bek közöt Hesse-nek a Pascal és Brianchon tételeihez analóg 
tételeit a hyperboloidra nézve bizonyítom be a vonalgeométria 
módszereivel. 
2. J?lücker magát az alkotó elemet, az egyenes vonalat, 
kétféleképen fogja fel: mint két pont  - mint 
sugarat - és mint két sík metszését - mint tengelyt. Ennek 
f l l  az egyenesnek kétféle coordinátáit, sugár-és tengely 
coordinátáit vezeti be. 
Ha 
két pont homogén coordinátái a tétben, akkor az  össze-
 egyenes homogén sugárcoordinátáiul a  hat 
kifejezés egymáshoz való viszonyát definiáljuk: 
I 
10 
x1 =l1 m,-l4 m1 
x4=l2 m8-la m2 
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x2=l2 m4-l4 m2 
x5=l8 m1-l1 ma 
xa=la m,-l, ma 
x6=l1 m9-l2 m1 
Ugyanezen kifejezésekre kel jutnunk és jutunk is, ha az ll  
egyenes l  más két pontjából indulunk ki. 
Ha pedig 
A1 A2 la J., 
,u1 ,02 /la f14 
-két sík homogén coordinátái, akkor metszési vonaluknak 
homogén tengelycoordinátái az l  analóg alkotot 
kifejezések 
;1 =A1 f14-/.4 /11 ;2=/.2 f1,-/.4 f12 ;a=Aa ft,-/.4 /la 
;,=J.2 f1a-/.a /12 ;ö=/.2 ,u1-/.1 .U2 ;6=Ái /12-A2 f1 










m2 =Ü ma 
m, 
azonosságból olvasható ki. A baloldalon áló determinánst 
ugyanis Laplace tétele szerint kifejtve a sugárcoordináták defi-
nítiójának tekintetbe vételével: 
(xx) = x1 x4 +x2 x5 +x3 x6 =0 és hasonlóan . . . (1) e;) · ;l ;4 + ;2 ;5 + ;3 ;6 = o 
Megjegyzem, hogy az (1) alati relátiók csak akkor azonossá-
gok, ha visszatérünk az x, és ;, definítiójára pont coordináták-
ból, ll l  sík coordinátákból, elenben quadratikus föltételi 
egyenletek l l bírnak, ha csak azt kérdezzük, hogy 
 relatiónak tartozik 6 mennyiség eleget tenni, hogy egy 
egyenes vonal homogén coordinátáinak  legyenek. 
Az (1) alati relátio által az egyenes vonal meghatározására 
használandó coordináták száma a ll  van reducálva. 
Ezután világos, hogy a vonalgeométriában mindig simul-
tán alakokkal lesz dolgunk, igy példáúl egy l  complex 
egyenlete · 
f (x1 X2 Xa x, X5 x6) =Ü 
(xx)=O 
, 
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szóval 5 homogén változó alakjai helyet, 6 homogén változó 
simultán alakjai vizsgáltatnak. 
E helyen még  meg akarom l ~  hogy Lie, Plücker 
gondolatát általánosítva, egy görbét, mely három l  
parametert tartalmaz, tekint alkotó elemnek, a mi  görbék-
l áló complexek vizsgálatára vezeti. 
3. Az egyenes vonal sugár-és tengelycoordinátái ~ . 
ezen relátio ál fenn 
Xi : X2 : Xa : X4 : X5 : X6 = ;4 : ;5 : ;6 : ;i : ;2 : ;a 
Ezt a  bizonyíthatjuk be. Legyen az egyenes 
vonal az l és m pontok által meghatározva és vegyünk fel két 
l  p és q pontot. Az l, m és p pontok által megálapí-
tot sík coordinátái 
Z2 la l4 la Zi l4 
Ai= m2 ma m4 A2= ma mi m4 
P2 Pa p4 Pa Pi p4 
Zi l2 l4 Zi la l2 
Aa= mi m2 m4 A4= mi ma m2 
Pi P2 p4 Pi Pa P2 
és hasonlóan fejezhetjük ki az l, m, q egyenesek álal meghatá-
rozot sík ,ui µ2 µa µ4 coordinátáit. A A és ,u síkok metszésvo-
nala ugyanaz mint az l és m pontok  egyenese, tehát 
ennek tengelycoordinátái: 
la- Zi l4 Zi Z2 l4 
A2 ,ua-Aa f12 = ma mi '1114 mi m2  m4 
Pa Pi p4 Pi P2 p4 1 
' Zi l2 l4 . la Zi - m1 m2 m4 ma mi 
Pi Pz p4 Pa Pi =·i p4 etc. 
Az adjungált 
azonban 
determináns minorjairól szóló 
A2 fta-Aa fl2 = D. (li m4-l4 m1) 
Aa µ1-J.1 ,ua = D. (l2 m4-l4 m2) 
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hol 
l1 l2 la l4 1 
D= m1 mz ma rn4 I 
j P1 P2 Pa p4 I Pi q2 qa q4 
A (2) alati egyenletek a föntebb fölírt aránysorozatot fe-
jezi ki. 
4. Könnyü kifejezni azon föltételt, mely alat két egye-
nes vonal egymást metszi. Határozzuk  meg az Z, rn ll
leg p, q pontok által, és nevezzük a két egyenest a és fl-nak, 
akkor hogy az a és fl egyenesek egymást messék, annak föltétele, 
hogy az l, rn, p, q pontok egy síkban feküdjenek, azaz 
l Z1 l2 la l4 I 
m1 m2 11!3 m4 _0 Pi P2 Pa p4/ -
q1 q2 qa q41 
vagy f ~: 
(a{J) = a4 f11 +ct5 P2+a6 tfa +cti /i4 +a2 [i5 +aa P6 =Ü .. (3) 
5. Ha a (i egyenest az l  egyenlet értelmében válto-
zónak tekintjük, akkor ezen egyenlet az a egyenesnek összes 
transversálisait, vagy ha aka1juk, magát az a egyenest ábrá-
zolja; . tehát az a egyenes egyenlete Plücker-féle coordiná-
tákban. 
(ax) = a4 x1 +ct5 x2+ct6 x3+ a1 x4 +ct2 :r5 + a3 x6 =0 .. (4) 
It természetesen 
(aa)=a1 a4+a2 a5+a3 a6 =0, 
mert az a1 egy egyenes vonalnak coordiuátáit jelentik. 
Ha az a egyenes egyenletében a változókat egy tet.szlí-
leges fi egyenes coordinátái által helyetesítjük, akkor egy 
( a/l) = a1 {14 + a2 fls +aa /36 +a4 /31 + a5 f12 + a6 f:Ja 
kifejezést nyerünk, mely nem más mint a két egyenes minimá-
lis távolságának szorzata a két egyenes hajlásszögének sinu-
sával1 azaz 
(ap) = r. sin {J. „ .(5) 
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Ezt  láthatjuk _be; jelöljünk ki az « 
egyenesen egy l pontot és l  Q távolságra f  pontot, hason-
lóan a f1 egyenesen egy m pontot és egy l Q távolságra 
f  pontot, akkor az ezen 4 pont által meghatározot tetra-
eder térfogatát kétféleképen fejezhetjük: egyszer a  4 pont 
coordinátái által determináns alakban, mely kifejtve a 
6 T = Q Q' (a{J) 
képletet adja, máskor azon szabály szerint (lásd Salmon tér-
mértanát I, 71 ), hogy a tetraeder 6-szoros térfogata l  
két átelenes élhosszának és ezek minimális távolságának, 
végre a két él hajlásszöge sinusának szorzatával, azaz 
6 T = f!· (!'. r. sin 0. 
A térfogatot f  két formula összehasonlítása adja az 
egyenletet. 
(afl) =?'.sin 0 
egyenletet. 
Az (a{J) = r. sin fJ kifejezést a két egyenes vonal momen-
tumának nevezik, egy elnevezés, mely a mechanikából van átvéve, 
hol  momentumáról van szó egyenes vonalakra vonat-
koztatva. (Lásd Zeuthen, Math. Ann. I.) 
6. Egy a egyenes a1, a2, a3 sugárcoordinátái -mint azon-
nal  - az ll  egyenes iránycosinusaival arányos 
mennyiségek, még pedig 
cos ax= V 0 • 0 a;+a;+a; cos ay 
cos az= , / , 2 0 r a.+a,+a3 
Az a és fl egyenesek által képezet szögre nézve 
a1 f11 +a2 f12+aa fls cos a{J-:-- ::: --~ ~ ---v ~  a; ~ -Vfl;+{J;+fl; 
• 2 (a2 fla-aa fl2)2 + (aa fl1-a1fla)2 + (a1 fl2-a2 f11)2 
sin a{J = (a;+a;+a:) ~ ) 
tehát a l  föltétele 
[a{J] • a1 f11 +a2 f32+aa fla =0 .. (6) 
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· és a párhuzamosság föltételei 
a2 fla-aa fl2 =0 aa fl1-a1 fla =0 a1 fls-as f11 =0 
7. Egy pontnak egyenletét Plücker-féle coordinátákban 
akarjuk l ll . E czélra kifejezzük, hogy az a egyenes 
 föltétel alat megyen át az l ponton. Ha az a egyenes a 
). és µ síkok metszése, akkor az l pontra nézve ezen egyenle-
tek álanak 
A1 l1 +.As ls+Aa la+.l.4 l4 =0 
µ1 l1 +µs ls+µa la+µ4 l4 =0 
l kiküszöbölés által nyerhetjük: 
. -la as+l2 aa+l4 a.4 =0 
la a1 -l1 aa +l4 a.5 =0 
Tekintsük az egyenest változónak, akkor az 
(lx)1 = . -la x2+l2 xa+l4 X4 =Ü 
(lx2) =la Xt -l1 Xa +l4 Xs =Ü 
egyenletek az 
(xx) =0 
kíséretében azon egyenesek összeségét fejezik ki, melyek az l 
ponton átmennek, vagy ha akarjuk, magát az l pontot. A három 
egyenlet összefoglalása által egy 
(lx)a=-l2 X1 +l1 x2 ••• +l4 x6 =Ü 
egyenletet álíthatunk elé, melylyel pótolni fogjuk az (xx) = ü 
egyenletet. Így a pontnak egyenletei Plücker-féle coordiná-
tákban: 
(lx)1 = . -la x2+l2 x8+l4 X4 . . =Ül 
(lx)2 la X1 . -l1 x8 • +l4 x5 • =0 .. (7) 
(lx)a = -l2 X1 +z1 x2 • • • +l4 x6 =Ü 
Hasonlóan fejezhetjük ki azon föltételeket, melyek alat egy 
egyenes egy .A síkban fekszik, és álíthatjuk elé a .A sík egyen-
letet mint a benne f  egyenesek összeségét : 
(J.x)4=A4X1 . -Aa xs+A2 Xs =Ül 
(J.x)s = A4 X2 . +J.a X4 -.1.i xG =Ü 
(J.x)6 = . . A4 Xa-A2 X4 +A.i x5 ' =0 . „(8) 
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8. Ha három egyenés egymást kölcsönösen metszi, azaz 
mindegyikök metszi a többi  akkor vagy egy síkban 
fekszenek, vagy egy ponton mennek keresztül. Ez utóbbi eset-
ben a  egyenletek álanak 
a3 l2-a2 l8+a, l4 =0 
fla l2-fl2 la+fl, l, =0 
ra l2-r2 la+r, l, =0 
-aa l1 +a1 la+a5 l4 =0 
-fla Z1 +fl1 la+fl, l, =0 -rs l1 +r1 la+ y5 l, =0 
a2 l1-a1 l2+a6 l4 =0 
fl2 l1-f11 l2+f16 l, =0 
r2 l1-r1 l2+ra l, =0 
Hogy tehát a három egyenes egy ponton menjen keresztül, 
annak föltételei : 
1 aa a2 a4 lfls f12 fl, =0 rs r2 y, "a "1 a5 fla f11 {15 =0 Ya Y1 Y5 Ct2 "1 as f12 f11 {16 =0 Y2 Y1 Ys 
Ha a három egyenes egy síkban fekszik, akkor 
a6 A2-a5 Aa+eti }., =0 
{16 A2-flr, Aa + {J1 A4 =0 
Y5 A2-Yr, l.a+r1 A., =0 
-a6 ),.1 +a, A.a+a2 ),.4 =0 -fls A1 +fl, Aa+a2 1., =0 -rs A1 +r, Aa+r2 A., =0 
honnét 
a6 a5 "1 
a5 Ai-a4 A.2+aa A.4 =0 
f15 Ai-fl, A-2+ fia A., =0 
Y5 l.1-r, A.2+ra A., =0 
a6 a, "2 a5 a4 aa 
{16 {15 fl1 =0 
Ys Y5 Y1 
fis fl, f12 =0 
YG y, r2 
f35 fl, fia =0 
Yr, y, ra 
II. Az egyenes vonal egyenlete. 
Az egyenes vonal - mint említve volt - négy álandó 
által van meghatározva. Ezen álandók it  geomét-
riai föltételek által álapítatnak meg, hogy azonban ezen geo-
metriai föltételek analytikai f l  ne keljen a kereset 
egyenes coordinátáit egyenként külön-külön kiszámítani, egy 
linearis egyenlet hozzátoldása által nem annyira a kereset 
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álapítatik meg. A hozzátoldot egyenletet pedig - rörnl 
szólásmóddal élve - az egyenes egyenletének nevezem, értv-
ez alat oly egyenletet, mely egy egyenes vonalnak összes transi 
versálisait ábrázolfa. 
1. A kereset é egyenes messe az a, {J, r egyeneseket és 
áljon l  a o egyenesre. Ezen föltételeket a követ-
 egyenletek fejezik ki: 
(aé)=a4 é1+a5 é2+a6 s3+ai é4+a2 é5+a3 é6 =Ü 
({h)=f34 é1+rs é2+fl6 éa+fi é4+fl2 e5+fia s6=0 
(rs)=r4 éa+rs é2+Y6 éa+r1 e4+Y2 és+ra é6=0 
[oe] =01 e1 +02 é2+o8 c3 =0 
(ee) = é1 ~  é5+é3 é6 =0 
Ha x egy változó egyenest jelent, mely az é egyenest metszi 
(xé)=x4 s1+x5 é2+x6 é3+x1 é4+r2 é5+x3 E6=0 
A 6 l l  melyek közöt az 5-ödik quadratikus,1) kikü-
szöhölés által nyerjük azé egyenes egyenletét, ll l  azon két 
egyenes egyenleteinek szorzatát, melyek a kivánt föltételeknek 
megfelelnek. Ez egyenlet : 
0 (ax) ({Jx) (rx) [ox] 
(ax) 0 (afJ) (ay) [ao] 
({Jx) (afJ) o (flr) [{Jo] =0 
(rx) (ar) (fJr) o [ro] 
[ ox J [ ao] [{Jo] [ro] 0 
.. (1) 
3. A kereset e egyenes messe az a és (3 egyeneseket és 
áljon l  a r és o egyenesekre. E föltételek analy-
tikai kifejezései: 
(as)=a4 é1+a5 é2+a6 é8+ai é4+a2 s5+a8 s6=0 
((le)= f/4 é1 + {15 s2+fJ6 éa + .f11 é4 +f32 é5 +fla é6 =Ü 
[ré] = r1 é1 +r2 é2+ra ea =0 
. [oé] = 01 e1 +02 é2+o3 é3 =0 
(se)= c4 é1 +e5 e2+i6 s3 =Ü 
') Hogy keljen a;z eliminátiót végezni n-1 l f  s egy másod-
fokú egyenlet közöt, lásd dr. König Gyula tanár úr jegyzetét a 
temi lapok« II. kötetében. 
VONALGEOMÉTRIAI TANULMÁNYOK. 17 
melyekhez járúl 
(xi:) = X4 E1 +x5 E2+x6 i:a+x1 i:4 +x2 i:r;+xa '°6 =Ü 
mint annak kifejezése, hogy a változó x egyenest az i: egye 
nes transversálisának akarjuk tekinteni. Az eliminatió ered-
ménye it: 
X4 X5 X6 X1 X2 X3 
·a4 as a6 ai a2 aa 
(34 f3s fl6 fl1 fl2 fia =Ü 
Y1 Y2 Ya 0 0 0 
11 81 82 83 0 0 0 
0 0 0 /'283 ' ~  Y182 
melyet a  alakra hozhatunk: 
[rx J [ 8x J (y8x4) 
[ay] [aS] (y8a4) =Ü 
[/3r J[(38] (r8fJ4) 
hol a jelölések értelmezésére áljon: 
Y2 83 = 1'2 8a-ra 82 
Y1 Y2 Ya 
(y8x4) = 81 82 83 
X4 X5 X6 
„ .(2) 
„. (3) 
Ha a y egyenest az a-val és /3 egyenest a 8-val ejtjük 
össze, akkori: azon egyenessé lesz, melyben az a és /3 egyene-
sek minimális távolságát méijük és ekkor az i: egyenest az a 
és f3 egyenesek közös norrnálisának nevezem. Két egyenesnek 
az l  szerint általában csak egy közös normálisa lesz, 
melynek egyenlete Plücker féle coordinátákban: 
vagy 
X4 X5 X6 X1 Xg Xa 
a4 a5 a6 a1 a2 aa 
fJ4 fis {16 f31 fl2 f1a =Ü a1 a2 a3 0 0 0 
f11 f32 f3a 0 0 0 
0 0 0 a2fÍa ail1 a1f32 
[ xa J [ x/3] ( x4af3) 
[aa] [a(3] (a4af3) =Ü 
[ af3] [{J /3] (fi 4 a(i) 
.. (4) 
.. (5) 
M. T. AK. BRT, A MATH, Tun. Kin. 1880. VII. K, 23. sz. 2 
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3. Felálítandó azon r egyenes egyenlete, mely keresztül 
megy az l ponton és metszi az a és (1 egyenest. E czélra az l 
pont egyenleteit 
(lr)1== -la r2+l2 Ya+l4 Y4 =0 
(lr)2 = la ·r1 -l1 ra +l4 Ys =0 
(lr)a=--Z2 Y1 +l1 Y2 +l4 Y6 =0 
össze kel foglalnunk a metszés föltételeivel: 
(ay)s=a4 Y1 +as Y2+a6 Ya+«1 y4+a2 Ys+aa Y6 =0 
({ly)= (14 Y1 +fls Y2+fl6 Ya+f3; y4+f32 Ys+13a Y6 =0 
(xr) = X4 «1 +xs r2+x6 ra+x1 Y4 +x2 rs+xa Y6 =Ü 
mely hat l l a r egyenes egyenlete Plücker-féle coor-
dinátákban: 
Ez egyenletet úgy foghatjuk fel mint föltételt, melyet a r 
egyenesnek ki kel elégítenie, hogy az a, (3, és x egyeneseket 
messe. A (7) alati egyenlet tehát az egyágú hyperboloid egyen-
lete homogén pontcoordinátákban, ha l, a futó coordináták, 
mialat x, álandók. 
4. Ezután igen  azon egyenes egyenletének fel-
álítása, mely a ), síkban fekszik és az a meg {J egyeneseket 
metszi, mert csak az l  feladat l  három egyenlete a }, 
sík egyenletei által 
(A.y)4=A4 Y1 -A.a rs+},2 Y6 =0 
(),y)5 = · A4 Y2 +A.a Y4 -.A.1 Ys =0 
(J,y)6 = . · A4 ra-A2 Y4 +Ai Ys-· =0 
l . Tehát a r egyenes egyenlete Plücker-féle coor· 
dinátákban: 
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/,4 0 0 0 -f,3 /,2 
0 A4 0 },3 0 -A.1 
0 0 },! -/,2 A.1 0 . (8) =0 a.1 lt5 aG a1 a2 Ct3 
fl5 (35 (36 fJ1 (12 fla 
X4 X5 X6 X1 X2 X3 
vagy 
(l.a)4 (A.(3)4 (A.x)4 
(A.g)6 (A.{1)5 ( A.:c )5 =0 .(9) 
(A.a )6 ( A.{1)6 ( A.x )6 
It x-et álandónak tekintve, elenben A.1 homogén síkcoordi-
nátákat változóknak véve, ez egyenlet nem más mint az a 
fJ és x egyenesek által meghatározot egyágú hyperboloid 
egyenlete homogén síkcoordinátákban. 
5. Keressük azon r egyenes egyenletét Plücker-féle coor-
dinátákban, mely átmegy az l ponton, metszi az a egyenest és 
l  a fJ egyenesekre. E föltételeknek a  6 
egyenlet ád kifejezést: 
(lr)1 =0, (A.r)2 =0 (A.r)a =0 [f3r] =0 (ay) =0 (xy) =0, 
l l a y egyenlete. 
vagy 
0 -l3 l2 l4 0 0 
la 0 -l1 0 l4 0 
--l2 l1 0 0 0 l4 
/31 /32 fla 0 0 0 
a4 a5 ct6 a1 ~  a3 
X4 X5 x6 X 1 X2 X3 
fl 1 (la )1 (lx )1 /32 (Za)2 (lx)2 =0 fJa (la)3 (lx)3 
=Ü . (10) 
.. (11) 
Ha a fJ egyenest az a egyenessel összeejtjük akkor az 
l  egyenlet a  megy át: 
a1 (la )1 (lx )1 
a2 (la)2 (lx )2 =0 a8 ('a)8 (lx)a 
• „ (12) 
2* 
~ ' -
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és ez azon normális egyenlete, melyet az l pontból az a egye-
nesre bocsáthatunk. 
6. Az l pontból az egyenesre bocsátható normális talp 
pontjának homogén pontcoordinátái, a mint ez könnyen meg-
áJlapítható, . 
m1=a; Z1+a1 a2 l2+a1 a2 l3+(a3 a5-a2 a6) l4 
m2 = a2 a1 Z1 +a; l2+a2 a2 l3+(a1 a6-a2 a4) l4 
1118 = a3 a1 l1 +a3 a2 l2+a; l2+(a2 ~ -  a5) l4 
~  ~ ~ ~~ 
.. (13) 
Legyen most adva négy egyenes a, {J, y, o és egy pont 
l, l  a f l l  egyenesekre bocsátot normálisok talp-
pontjai legyenek: m1 n1 p, q. Hogy ez a négy pont egy síkban 
feküdjék, annak föltétele 
m1 m2 m3 m4 
111 n2 118 n4 
pi P2 Pa p4 
1 q1 q2 q3 q4 
=Ü ( .. 14) 
mely egyenlet a (13) alati egyenletek tekintetbe vételével hol, 
a talppont coordinátái mint az l pont coordinátáinak linearis 
függvényei vannak feltüntetve, a  geométriai tételnek 
ad kifejezést: 
-Azon pontok mfrtani helye, l l 4 adot egyenes1·e 
bocsátot no1·málisok talppontjai egy síkban f ekszenek1 egy 
hm·madrendü felületet képez. 
7. Azon egyenes egyenlete a mely az A. síkban fekszik az 
a egyenest metszi és a {J egyenesre l : 
A4 0 0 0 -A3- A-2 
0 A4 0 },3 0 -·A1 
0 0 A4 -A2 },1 0 f11 f32 (33 0 0 0 
a4 a5 a6 a1 a2 a3 
X 4 X5 X6 X1 X2 X3 
vagy  átalakítás által 
-Aa f32+A2 fla (J.a)4 (Ax)4 
=Ü 
Aa fl1-A1 f3a (J.a)5 (J.x)4 =0 
-A2 f31 +J.1 fl2 (la).; (A.x)G 
.. (15) 
. (16) 
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Továbbá igen  feladat, azon egyenes egyenletét meg-
álapítani mely az l ponton megy keresztül és az a meg fi 
egyenesekre l . Ennek egyenlete : 
vagy 
0 --la l2 l4 0 0 
la 0 -Z1 0 Z4 0 
-Z2 Z1 0 0 0 Z4 
0 0 0 =Ü .. (17) a:1 az aa fl1 fl2 fla 0 0 0 
a1 fl1 (lx )i 1 
a2 fl2 (lx)2 =Ü 
as f3a (lx)a 
„ .(18) 
III. Egyenes vonalak momentumai. 
7•6 Hét egyenes vonalat 1. 2 = 21 félek.épen lehet párosá-
val összefoglalni, e huszonegy pár ugyanennyi momentuma 
közöt egy relátió ál fenn, melyet vonalgeometriai tárgyalásnál 
igen  az által nyerünk, képezzük a  két 
l  determináns szorzatát: 
a1 a2 a3 a4 a5 a6 0 fl1 fl2 fla fl, fls fls 0 
Y1 Y2 Ya y, Ys Ys 0 
01 02 03 04 05 (56 0 
é1 é2 é3 é4 é5 é6 0 
P1 P2 Pa p4 Ps Ps ü 
1/J1 1/J2 1/Ja 1/J4 1/Js 1/Js 0 
a4 a5 as a:1 a:2 as 0 
(34 fis Ps fl1 fl2 fla·O 
Y4 Ys Ys Y1 Y2 Ya 0 
04 i55 06 01 02 03 0 
é4 é5 85 81 82 83 0 
<p4 Ps Ps · Pi Pa Pa ü 
1/J4 1/J5 1/Js 1/J1 1/J2 1/Ja 0 
mi által a  relatiót nyerjük 
0 (a:fJ) (ay) (ao) (aé) (arp) (a1jJ) 
(a/3) o (Pr) (fli>) (3é) ({Jp) (fli/J) 
( ay) (/lr) 0 (yo) (yé) (y<p) (ri/J) 
(ao) (/Jo) (yo) o (&) (<>cp) (81.fJ) = o . (1) 
(aé) ({Jé) (ré) (oé) o (é<p) (éi/J) 
(a<p) (3<p) (rcp) (op) (é<p) o (<pi/J) 
(a"fJ) (31.fJ) (ri/J) (i51fJ) (él/') (<ptp) o 
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Könnyen belátható, hogy 8 vagy több soros determinánsokat 
vévén alapúl, hasonló relatiót vezethetünk le 8, ll l  több 
egyenes momentumai közöt. Az ép levezetet relátióból mint 
közös forrásból több formula származtatható le. 
1. Egy lineáris complex öt egyenes vonal által lévén 
meghatározva, hat egyenesnek egy föltételt kel kielégítenie, 
hogy egy azon lineáris complexbe tartozzék. E föltétel 
ugyan  6 lineáris egyenlet kiküszöbölési  
által f  ki, cle ennek négyzetre emelése által a  
alakban álítható l : 
0 (a{J) (ay) (ao) (aé) (aep) 
(a{J) O (3y) (flo) (Jc) ({lep) 
(ay) (flr) o (ro) (re) (rep) =O 
(ao) (30) (yv) o (oc) ) · · · (2) 
(ac) (3c) (yc) (oc) 0 (Mp) 
(aep) (lep) (ycp) (oq) (crp) 0 
hol az egyes elemek geométria l l bírnak. 
2. Hogy öt egyenes vonal egy közös transversálissal 
bhjon, arra nézve egy föltételnek kel fennálania, melyet 
 találunk meg. Legyen a, {J, y, iJ, é az öt egye-
nes, továbbá 1jJ ezeknek közös transversalisa és ep egy egészen 
l  egyenes vonal, akkor e hét egyenes vonal közöt 
(1) szerint a  relatio ál fenn : 
0 (a{J) (ay) (av) (ac) (acp) 0 
(a(3) o ({ly) (fJo) (!3c) (3cp) o 
(ay) ({ly) O (yv) (yc) (ycp) 0 
(av) (Jo) (ro) o (oc) (oep) o =0 
(ac) (3:;) (yé) (vc) 0 (ccp) 0 
(aep) ({Jcp) (yep) (ocp) (ccp) 0 (cp"/J) 
0 0 0 0 0 ( C/'1/-') 0 
vagy (cp1fJ)2• R=O 
és minthogy (ep"/J) el  szükségképen l  R; tehát a 
kereset föltétel : 
0 (a(3) (ay) (ao) (aé) 
(a/J) o (f3r) ({Jo) (3é) 
R = (ay) (flr) o (ro) (ré) =0 
(ao) (30) (ro) o (oé) 
(aé) (r3c) (yé) (oc) 0 
.. (3) 
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3. Négy egyenesnek általában két közös transversa1isa 
van, melyek egyenleteinek szorzatát a  ál1ít-
b:üjuk l . Legyen a, (3, y, 8 a négy egyenes, é és rp két közös 
transversa1isuk és x egy változó egyenes, mely ez utóbbiakat 
metszi, akkor az (1) alat relátió alapján az é és cp egyenesek 
egyenleteinek szorzata : 
0 ( a(3) (a y) ( a8) ( ax) 
( a(3) 0 (3r) (18) ((lx) 
(ar) (f3r) O ~) (rx) =0 
( a8) (38) (yi5) 0 ( /fx) 
(ax) ({3x) (rx) (8x) 0 
.. (4) 
Ha az egymásután  egyenesek egymást met-
szik azaz: 
(a(3) =0 (3r) =0 (ro) =0 (8a) =0, 
akkor a négy fölvet egyenes egy térbeli négyszöget képez és 
két közös transversálisuk azon két egyenes melylyel együt 
egy tetraedernek h3,t élét képezik. A tetraeder két átele-
nes éle egyenleteinek szorzata tehát a többi négy él által 
kifejezve: 
0 0 (ar) 0 (ax) 
0 0 0 (38) (3x) 
(ar) 0 0 0 (rx) 
0 CJo) 0 0 (ox) 
(ax) (3x) (rx) (i5x) 0 
vagy a determinánst kifejtve és (ay) ({38)-val osztva: 
(38) (ax) (rx) + (ar) (3x) (8x) =0 „ .(5) 
4. Az (1) alati formulából továbbá levezethetjük az 
egyágú  hyperboloid egyenletét Plückerfél-e coordinátákban, 
melyre Klein más úton jutot. Legyen a, {3, y három 
egyenes vonal, melyek más három a', {3', y' egyenesek által 
metszetnek és x egy változó egyenes, mely az utolsó hár-
mat metszi; akkor e hét egyenes közöt (1) szerint a követ-






0 (a(3) (ay) (ax) 
(a,8) 0 (Jy) (Jx) 
(ay) ({ly) 0 (yx) 
(ax) (lx) (yx) 0 





0 (a'(J') (a'y') 
(a' fl') 0 (3' y') 
(a'y') ((3'y') 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 =Ü 
0 (a'f1') (a'y') 
(a'(3') 0 ({3'y') 
(a'y') (J'y') 0 
0 (a{/) (ay) (ax) 
( a(J) 0 ({ly) (fix) 
(ay) ({ly) 0 (yx) 
(ax) (Jx) (yx) 0 
=Ü 
és minthogy az l   el nem  (mert ez nem 
más mint (J'y') (y'a') (a'{J') =0 volna, a mi azt tenné, hogy 
 az a', {J', y' egyenesek közül egymást metszi) szük-
ségképen 
0 (a13) (ay) (ax) (a{3) 0 ({ly) (Jx) 
(ay) ({ly) 0 (yx) 
(ax) (Jx) (yx) 0 
=Ü .. (6) 
és ez lesz a kétágú hyperboloid egyenlete a változó x, Plücker-
féle coordinátákban. 
5. Hesse a Crele J ournal 24 kötetében a Pascal és 
Brianchon tételeihez analog tételeket álítot fel a kétágú 
hyperboloidra nézve. Az általa geométriailag bebizonyítot két 
tételt it analytikailag akarom levezetni. Legyen a, b, e 
három egyenes vonal, mely az egyágú hyperboloid egyik alko-
tórendszerébe tartozik, még az a', b', e' egyenesek a másik alko-
tórendszerbe tartozzanak, akkor 
a a' 
b b' , G G 
egy a hyperboloidra felírt hatszög átelenes oldalainak tekint-
 melynek egymasután  oldalai 
a e' b a' e b' 
E hatszög oldalaiból a  három térbeli négyszöget 
teszszük össze 
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melyeknek mindegyike két diagonálissal bír, és ezeket pái:on-




akkor e diagonálisok egyik csopÓrtja: o, 1:, <p egy ponton 
megy keresztül, míg másik csoportja ()', 1:', (/", egy síkban fek-
szik. E tételek bebizonyítására tekintsük ezen 6 egyenest 
b e b' e' d e 
hol d és e l  a éi és éi' ll l  1: és 1:' egyenesek-
nek és legyen ). egy hetedik egyenes mely a 
b e d e 
egyeneseket metszi, akkor a hét egyenes közöt fennáló relatio 
szerint, a feladat követeléseinek tekintetbe vételével: 
0 (be) 0 0 0 (be) 0 
(be) 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 (b'e') 0 (b'e) (b'J.) 
0 0 (b'e') 0 0 0 (e').) =Ü 
0 0 0 0 0 (de) 0 
(be) 0 (b'e) 0 (de) 0 0 
0 0 (b').) (e'J,) 0 0 0 
vagy kifejtve 
(be)2 (b'c') (b'A) (c'J.) (de)2 =Ü 
Világos, hogy a bal oldalon áló  közt az l  négy-
nek egyike sem  el, mert ez azt jelentené, hogy oly 
egyenesek metszik egymást, melyeknél a metszés l  ki 
van zárva ; ennélfogva 
(de) =0 
Ha ép így járunk el a 
ll l  
e .a' e' 
a b' a' 
a e f 
b f d 
. „(7) 
* 
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egyenesekkel, hol f közös l  a cp és cp' egyeneseknek, 
akkor ezen egyenleteket kapjuk 
(ca)2 (c'a') (c'ft) (a'µ)· (ef)2 =0 
(ab)2 (a'b') (a'v) (b'v) (fd)2 =0 
holµ és v a e a' ej ll l  ab' f d 
jelentik, akkor mint fenn, úgy it is 
közös transversalisait 
~f) =0 
(fd) =0 .. (8') 
A (7) és (8) alati egyenlet azt fejezi ki, hogy az e,f, d egye-
nesek egymást kölcsönösen metszik, tehát vagy egy pontou 
mennek keresztül vagy egy síkban fekszenek. Hogy mikép ál 
it a dolog, azt a Voss által kifejezet elv dönti el, mely így 
hangzik: 
. »Ha az egész alakzat, melyre vizsgálatunk vonatkozik, 
önmagában duális, akkor az egyik esetnek (hogy t. i. egyene-
seknek egy ponton kel keresztül menniök) ép annyiszor kel 
beálania mint a másik esetnek (hogy t. i. egyeneseknek egy 
síkban kel feküdniök) Egy különös kriterium alkalmazása, 
(mint a milyent tényleg levezetem) fölöslegessé válik, mely 
körülmény a vonalgeométriai vizsgálatokat gyakran igen egy-
.  
Ez elv alkalmazása közvetlenül úgy interpretálja a (7) 
és (8) alati egyenleteket, a mint ezt Hessének tételei követe-
lik. A bizonyítás  volta mutatja, hogy az l  
tételeknek analytikai levezetésére tényleg a vonalgeométria 
szolgáltatja a l l  eszközöket. 
6. Adva van két egyenespár a, b és e, d, melyeknek közös 
normálisai legyenek e és J. Meghatározandó e két közös nor-
malisnak momentuma. Az e és f egyenesek egyenletei a meg-
l  czikkben (5) alat vannak felálítva, ezeket ily alakban 
akarjuk írni 
e4 x1+e5 x2+e6 x3+é1 x4+e2 x5+ea X6 =0 
f4 x1+fs X2+fG xa+f1 X4+f2 xs+fa x6 =0 
akkor a kereset momentum 
(ef) = e1f6+e2fs+eaf6 +e4f1 +esf2+e6fa 
Úgy látszik, hogy a számításba  ~  'fel kel 
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bontani, ez azonban fölösleges és czélirányos eljárásnál a követ-
 kifejezést nyerjük 
(ae) (ad) (a4cd) [ae] [ad] 
(be) (bd) (b4ed) [be] [bd] 
(ej)= (e4ab) (d4ab) 0 (abc) (abd) 
[ae] [ad] (aed) 0 0 
[be J [bd] (bccl) 0 0 
.. (9) 
Ha (ej)= O, akkor a két közös normális egymást 
metszi; álandóknak véve tehát az a, b, e egyeneseket és d=x 
által kijelölve hogy d változó, az l  egyenlet mutatja, 
hogy: 
mindazon egyenes vonalak, melyeknek lcözös normálisa 
.c-vel metszi az a és b egyenesek lcözös normálisát egy harmad 
'  complexet képeznek; 
továbbá azon egyenes vonalak, melyeknek közös normálisai 
.c.J e' e'-vel metszi ab egyenesek közös normálisát, egy 2 · 3 · 3 · 3= 
154-ed fokú sugárf el ilet alkotóit k épezik. 
Ha a (9) alati egyenletben a d egyenest összeejtjük a 
-0-vel és ezenkívül fölteszszük, hogy a metszi a b egyenest és b 
metszi a e egyenest, akkor világos, hogy, (ej) az a b és b e 
-€gyenes párak közös normálisainak momentumát jelölvén, (ej) 
nem mást mint a b egyenes azon részének hossza, mely az a és 
-e egyenesek közöt fekszik, megszorozva azon szög sinusával, me-
lyet az ab és be egyenes párak által megálapítot síkok egymás-
sal képeznek. E szorzatot így jelölvén (b) sin ~:~  
(ac) 0 (a4eb) [ae] [ab] 
0 0 (b4eb) [be] [bb] ) . ~:~)  (e4ab) (a4bb) 0 (abc) 0 .. (10) 
[ae] [ab] (acb) 0 0 
[be] [bb] 0 0 0 
.A ~: kifejezése az a., b, e egyenesek coordinátáiból az eddi-
giek ali,tpján igen  kiszámítható és igy a (10) alati 
formula módot nyújt egy l  térbeli polygon oldalhosz-
-szainak kiszámítására, ha az oldalaknak Plücker-féle coordiná-
.tái adva vannak. 
** 
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